Teoria dystrybucji

Zadanie 1. Wyznaczy¢ pochodng dystrybucyjna funkcji

fl <x> = 562,

0 dlaz<0
fa(x) = {1 dlZ z N 0: (funkcja Heaviside’a)
fs(z) = In|z|.

Zadanie 2. Sprawdzi¢, ze wzory

<Pi’@> — lim lgp(x) dz, < ! ,gp> = lim/]R ! o(x) dz
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zadaja poprawnie zdefiniowane dystrybucje. Wyprowadzi¢ wzor Sochockiego
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Zadanie 3. Wykaza¢, ze jesli f € CH(R"\0), f € L#-1(R"\0) oraz V.f € L'(R"\0),
to Vf jest dystrybucyjnym gradientem f na R™.

Wskazowka. Domnozyé funkcje testowa przez funkcje wycinajaca n,.(z) = n(x/r),
gdzie n € C*(By), n =1 na B;.

Zadanie 4. (podstawowy lemat rachunku wariacyjnego)
Jesli funkcja f € Li.(2) spelnia

/Qf(x)gp(x) dz =0 dla kazdego ¢ € C°(Q),

to f = 0. Wskazdwka. Rozwazy¢ ciag ¢ € C2°(Q2) przyblizajacy funkcje sgn f w odpo-
wiednim sensie.

Uwaga. Powyzsze zadanie pokazuje, ze funkcja f € L .(Q) jest jednoznacznie wy-
znaczona przez regularng dystrybucje ¢ — [ fo.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, ze delta Diraca nie jest regularng dystrybucja, tzn. nie
istnieje funkcja f € Li (R™) speliajaca

L f@e@) de = o(0) diap € C2(R").



Zadanie 6. Obliczy¢ dywergencje dystrybucyjna pola wektorowego V' € L (R? R?)
zadanego przez

(1,1) x>0,y>0
(—1,1) r<0,y>0
V(r,y) = (sgnzx,sgny) =
(z,y) = (sgnz,sgny) (C1-1) 220 y<0
(1,-1) x>0, y<0

Uwaga. Przez dywergencje rozumiemy sume dystrybucji 9,V i 9,V2, lub réwnowaz-
nie dystrybucje okreslona przez

(divV.g) i= = [ Vi,9)- Vila,y) do dy.

Zadanie 7. Niech f: (a,b) — R bedzie funkcjg niemalejaca, a p miarag Radona,
dla ktérej f jest dystrybuanta, tzn. u((c,d]) = f(dT) — f(¢) (nazywamy ja miara
Lebesgue’a-Stieltjesa). Wykazaé, ze u jest pochodna dystrybucyjna f.

Zadanie 8. Wykazac, ze z doktadnoscig do réwnosci p.w. prawdziwa jest nastepu-
jaca charakteryzacja: f € BV ((a,b)) wtedy i tylko wtedy, gdy f € L'((a,b)) oraz
pochodna dystrybucyjna f jest wyznaczona przez pewna skoniczona miare na (a,b).

Zadanie 9. Splot dystrybucji w € D’ z funkcjg testowa f € D definiujemy jako
funkcje

(f xw)(z) = (w,f), gdze 1af(y) =flz—y)
Sprawdzié¢, ze jest to funkcja gladka 1 0*(f x w) = (0% f) x w = f * (0“w).
Zadanie 10. (rozwiazanie fundamentalne)
Dany jest liniowy operator rézniczkowy o statych wspotezynnikach P(0) = ¥, a,0°.
Wykazaé, ze jesli rownanie P(0)w = dy posiada dystrybucyjne rozwiazanie w € D',
to mozemy rozwigzywaé réwnania jawnym wzorem:

veED = u=vx*wrozwiazuje P(0)u = v w klasycznym sensie.

Zadanie 11. Znalez¢ rozwigzanie fundamentalne dla operatoréw 9,0, oraz A w R2.



